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1 Al — Khwarizmi in seiner Zeit

Die wesentlichen Informationen stammen aus den Materialien, die im WS 1994/95 im Arbeitskreis ,Mathematik
geschichte fur Lehrer von Herrn Jahnke ausgegeben wurden. Einige ergadnzende Bemerkungen sind dem Buch
,von Pythagoras bis Hilbert* von Egmont Colerus entnommen (rororo 6696/6697).

Zeitgenossischer Kontext

Zu den bedeutendsten Ereignissen der Weltgeschichte zahlt die Expansion der Ara-
ber im 7./8. Jahrhundert. In knapp 1 2 Jahrhunderten eroberten sie ein Reich, das
sich von Spanien bis zum heutigen Pakistan erstreckte. Sie Ubernahmen, verarbeite-
ten und entwickelten das Kulturgut der eroberten Gebiete und verschmolzen so ba-
bylonische, griechische, indische und chinesische Traditionen. Ein wichtiger Ort, an
dem dieses geleistet wurde, war das um 830 in Bagdad vom Kalifen al-Mamun ge-
grundete Haus der Weisheit, das eine Bibliothek und ein Observatorium umfasste.
Dort wurden Ubersetzungen aus dem Indischen, Chinesischen und Griechischen in
die arabische Amtssprache angefertigt, und dort arbeitete auch Al-Khwarizmi. Im
Vorwort zu dem in diesem Projekt behandelten Werk nimmt er ausdrtcklich auf die
ausgezeichnete Stellung von al-Mamun Bezug.

Vergleicht man den wissenschaftlichen Standard, den die islamische Welt zu diesem
Zeitpunkt erreicht hatte, mit dem des christlichen Mitteleuropa, so zeigt sich deutlich

die Uberlegenheit und der Vorsprung des Orients. In einer Zeit, in der ,The Clash of

Cultures® (Huntington) zu einem gefligelten Wort gerat, dirfte es sinnvoll sein, in ei

ner 9. Jahrgangsstufe derartige welt- und wissenschaftsgeschichtliche Verschiebun-

gen zumindest aufzuzeigen.

Das folgende Datengerust mag die historische Einordnung erleichtern:

570 - 632 Mohammed der Prophet

732 Schlacht zwische Tours und Poitiers; stoppt das weitere Vordringen der
Araber im Westen

754 - 775 Kalif al-Mansur; begrindet den Aufstieg der islamischen Kultur, beson-
ders durch die ...

762 ... Grindung Bagdads
780 — 850 Al-Khwarizmi

786 — 809 Kalif Harun al-Raschid; bekannt aus 1001 Nacht; fihrt das islamische
Reich auf den Hohepunkt seiner Macht

813 - 833 Kalif al-Mamun, Sohn des Harun al-Raschid; fordert den Aufstieg der
Wissenschaften, griindet ...

um 830 ... das ,Haus der Weisheit"
9./10.Jhd. politische Entmachtung der Kalifen

1258 Eroberung Bagdads durch die Mongolen; damit Verlust des aulieren
Symbols der Einheit des Islams



Autor

Abu Abd Allah Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi (780 — 850) — kurz: AK — stammt
aus Choresm (arab. Khwarizmi). sudlich des Aralsees, heute Teil von Usbekistan
und Turkmenistan. FUr seinen Namen sind mehrere Schreibweisen gebrauchlich,
z.B. Alhwarizmi, Al-Hwarizmi, al-Khowarizmi oder auch Mohammed ben Musa. Er
verfasste Blcher, die den Bereichen Algebra, Astronomie und Geographie zugeord-
net werden kdnnen, sowie Werke uber indische Ziffern und den Judischen Kalender.

Das Wort ,al-dschabre® erscheint bei AK erstmals urkundlich in mathematischem
Zusammenhang. Uber zahlreiche Zwischenstufen entwickelte sich daraus das Wort
L2Algebra“. AK hat die Bedeutung des Wortes nicht naher erldutert. Im Zusammen-
hang mit dem Titel des Buches (s.u.) darf man es im Sinne von Aufflillen/ Vervolk
standigen deuten. Damit entspricht es in etwa dem modernen Quadratischen Ergan-
zen. AK den ,Vater der Algebra®“ zu nennen, verzerrt seine Leistung jedoch, da sein
Buch inhaltlich an altere Traditionen, etwa Diophant und Euklid, anknlpft. Insbeson-
dere fehlt ihm voéllig die modernere Buchstaben-Schreibweise.

Andererseits ist das Kalkulhaft-Algorithmische seiner Schrift deutlich erkennbar. In-
sofern ist es nicht nur eine wortgeschichtliche Zufalligkeit, wenn aus der Verballhor-
nung seines Geburtsortes das Wort ,Algorithmus” wurde. Hintergrund kdnnte sein,
dass eines der Werke AK’s mit den Worten ,Al-Khwarizmi dicit“ (,Also spricht Al-
Khwarizmi“) begann. [Das Diagonalisierungsverfahren von Gaul hatte auf ahnliche
Weise den Namen ,Braunschweiger® bekommen kdnnen — ein netter Vergleich von
Herrn Colerus.]

Quelle
Der Titel von AK’s bekanntestem Buch lautet:

Al-Kitab al-muchtasar fi hisab al-dschabre w’al-mukabalah, frei Ubersetzt:
Kurzgefasstes Buch (iber das Rechnen durch Vervollstdndigen und Ausglei-
chen

Die fiir diese Reihe angefertigte deutsche Ubersetzung benutzt als Ausgangspunkt

The Algebra of Mohammed ben Musa. Edited and translated by Frederic Ro-
sen, London 1831.

An der folgenden Inhaltsubersicht wird die Mischung aus systematischem Interesse
und Anwendungsorientierung deutlich. Die Anwendungsorientierung wird in dem
Textauszug, der dieser Reihe zugrunde liegt, jedoch keine Rolle spielen.

Vorwort

Quadratische Gleichungen

Uber Multiplikation

Uber Addition und Subtraktion

Uber Division

Uber die sechs Probleme (Zusammenfassung des Vorangegangenen)
Verschiedene Fragen

Uber Kaufmannische Rechnungen

Uber das Messen (fiihrt zum groBBen Teil auf lineare Glei-
Uber Verméachtnisse chungen und Dreisatzsituationen)
Uber Erstattungen




2 Sachanalyse: AK’s Technik des Losens quadratischer
Gleichungen

Der vorliegende Textauszug liefert ein Verfahren, gemischtquadratische Gleichungen zu l6sen. Dieses Verfahren
ahnelt sehr stark dem aus der Sekundarstufe | bekannten Verfahren der Quadratischen Ergédnzung bzw. der sog.
pq — Formel. Im grof3en Unterschied zur heutigen Betrachtungsweise kennt AK jedoch keine algebraische
Schreibweise in unserem Sinn: Er beschreibt ausfihrlich die Zahlenmanipulationen. Die Begriindungen dafiir,
dass seine Verfahren korrekte Ergebnisse liefern, sind ausschlieRlich geometrischer Art. In der Folge ist AK’s
Analyse irrationaler L6sungen unubersichtlicher als die ,moderne” Betrachtung der Diskriminante.

Den systematischen Hauptteil des Buches — neben der Aufgabensammlung, s.o. §1
— bildet die Diskussion linearer und quadratischer Gleichungen in einer Unbekann-
ten. AK ordnet die Gleichungen so an, dass keine Minuszeichen entstehen und
kommt zu den folgenden sechs Fallen:

ax? = bx ax’=b ax=>b
ax’+bx=c ax? +c = bx ax’=bx+c

Das erste im Unterricht vorgestellt Beispiel lautet in moderner Schreibweise
x? + 10x = 39. Das fir die Klassenarbeit vorgesehene Beispiel hat die Form
x? + 21 = 10x. Die anderen Falle werden in dieser Reihe nicht behandelt.

AK gibt verbale Regeln fur das Auffinden der Losungen an und illustriert sie durch
Zahlenbeispiele. Die Richtigkeit seiner Ergebnisse zeigt er durch geometrische Kon-
struktion. Hier zeigt sich u.U. der Einfluss Euklids und dessen in griechischer Traditr
on stehender Auffassung von Mathematik als einer beweisenden Wissenschaft. Die
moderne Buchstabensymbolik kannte AK noch nicht. Zwar vereinigte er griechische,
babylonische und indische Uberlieferungen und ist allgemeiner als seine Vorganger.
Zur vollen Allgemeinheit fehlen ihm aber noch immer die Zulassung negativer Koeffi-
zienten und Loésungen, die Benutzung der Zahl Null und die allgemeine Zweideutig-
keit der Quadratwurzel.

Fir das im Unterricht zentrale Beispiel x* + 10x = 39 liefert AK die folgende Losung.
Sie wird hier — genau wie im Unterricht, s.u. §6 — in ein Flussdiagramm Ubersetzt:

10—2 55 hoch2 o5 30+ Seq o g =5 o3

Als gesuchtes x ergibt sich die Zahl 3. Man erkennt deutlich, an welcher Stelle ,nega-
tive Wurzeln® nicht thematisiert werden. Fir den geometrischen ,Beweis” liefert AK
zwei Versionen. Sie benutzen die folgenden Ausgangssituationen:

D S A
G



Das x2 entspricht im linken Bild dem Quadrat AB (Schreibweise der englischen Aus-
gabe). Die zu addierenden 10x werden in 4 Teile zerlegt und an jeder der 4 Quadrat
seiten angelegt. Offensichtlich entspricht dieses Vorgehen nicht dem Flussdia-
gramm: Dort werden die 10x nur in zwei Teile zerlegt. Daher liefert AK einen zweiten
Beweis, der dieses bertcksichtigt. Im rechten Bild werden an das Ausgangsquadrat
AB die zwei Sticke G und D mit den Abmessungen 5 - x angelegt. Ohne das kleine
Eckquadrat (5 - 5 = 25) hat man damit 39 Einheiten, mit dem Eckquadrat sind es 64.
Als Kantenlange ergibt sich 8, abzuglich der 5 (Kantenlange G bzw. D) erhalt man
die schon bekannte 3.

Der fur die Klassenarbeit vorgesehen Fall verlauft nach einem ahnlichen Muster.
Dort gibt es noch eine Variante, die auf eine zweite Lésung fuhrt. Allerdings fehlt die
moderne Ubersichtlich-allgemeine Darstellung mittels der Diskriminanten.




3 Didaktische Analyse

Die Unterrichtssequenz wird auf einen Fall reduziert, ein zweiter Fall wir der Teil der Klassenarbeit. Im Zentrum
steht das Selber-Erlesen des Textes durch die Schiiler. Dies wird unterstiitzt und gesteuert durch Ubersetzen
des AK-Textes in ein Flussdiagramm. Den geometrischen Beweis werden die Schiiler ebenfalls durch AK ken
nenlernen: Das Selber-Entdecken steht in dieser Sequenz nicht im Vordergrund. Die selbstandige Ubertragung
des Gelernten wird Teil der Klassenarbeit: Dort wird das Beweisbild — flir den zweiten Fall - von den Schiiler er
mittelt. Umrahmt wird die mathematische Sequenz von zwei Stunden zu Leben und Zeit des AK. In diesem Rah
men sollen die Schiiler eine Zeitleiste rund um die Lebensdaten AK’s erstellen. Den Abschluss bildet ein Blick in
das Vorwort zu AK’s Buch.

Bemerkungen zur Lerngruppe

Die Gruppe besteht aus 29 Schulerinnen und Schulern (im folgenden nur noch kurz:
Schuler). Sie bilden eine ,normale” Klasse der 9.Jahrgangsstufe, mit einigen sehr
motivierten und leistungsstarken Schilern, aber auch mit einer ganzen Reihe von
Schulern, denen die Mathematik eher schwer fallt. Dies ist auch bei den vier Wieder-
holern der Fall. Das Mitarbeitsverhalten ist insgesamt gepragt von einer kleinen
Gruppe von sehr regen, dabei nicht unbedingt leistungsstarken Schilern, einer wei
teren Gruppe, die auf Ansprache offen reagiert und einer recht umfangreichen Grup-
pe, die sowohl im Unterricht als auch in der hauslichen Arbeit sehr nachlassig ist.
Also, wie schon festgestellt, eine normale Lerngruppe der Jahrgangsstufe 9.

Stellung der AK-Sequenz im Unterricht

o Die AK-Sequenz ist fur die Klasse 9 im Anschluss an die Herbstferien geplant.
Sie liefert den Einstieg in das Thema ,Quadratische Gleichungen®. Im Zusam-
menspiel von geometrischen, algebraischen und historischen Aspekten wird
die systematische Behandlung der quadratischen Gleichungen vorbereitet:
allgmeine quadratische Erganzung, pg-Formel. Den - vorlaufigen - Abschluss
der Gesamtreihe bilden weitere Anwendungen von quadratischen Gleichun-
gen. Parabeln nehmen das Thema im zweiten Schulhalbjahr wieder auf.

Schwerpunkte fiir die Detailplanung

o Historische Elemente stehen im Mathematikunterricht in der Regel eher am
Rande. Sie tauchen zwar im Zusammenhang von Satzen oder Verfahren auf
(Heron, Pythagoras), allerdings wird der historische Aspekt normalerweise
nicht vertieft. Hier soll die AK-Sequenz eine Alternative darstellen.

o Der Standardzugriff auf die Mathematik blendet normalerweise aus, dass Ma-
thematik ,kulturibergreifend” betrieben wird. Zwar werden in der finften Klas-
se die Babylonier kurz erwahnt, doch danach spielt sich Mathematik eher in
einem kulturfreien Raum ab. Die AK-Sequenz bietet die Moglichkeit einerseits
aufzuzeigen, welche Rolle die Wissenschaften im arabischen und damit nicht-
christlichen Mittelalter spielten. Andererseits zeigt sich beim Lesen des Vor-
wortes zu AK’s Buch deutlich, wie tief verwurzelt ein Wissenschaftler im kultu-
rellen Umfeld seiner Zeit ist, unabhangig vom konkreten Fall AK's.




AK’s Buch ist zwar Namensgeber fur die moderne Algebra, aber sein Buch

kann als algebrafrei i.e.S. angesehen werden. Uberfiihrt man AK’s Schreib-
weisen in eine moderne algebraische Schreibweise, nimmt man dann seine
geometrischen Beweise hinzu, so lassen sich auf naheliegende Weise Zu-

sammenhange zwischen Geometrie und Algebra thematisieren.

In diesem Rahmen ergibt sich zwanglos, welche Vorteile eine moderne algeb-
raische Notation hat: Sie ist kurz, blindig und verhilft zu Verallgemeinerungen
(pg-Formel), die in AK’s Schreibweise kaum zu realisieren ware. Dies mag ge-
rade in der 9. Klasse ein Korrektiv gegen den bisweilen erkennbaren Algebra-
verdruss sein.

Im Rahmen der Ubersetzung von AK’s Schreibweise in die uns gelaufige kann
auch die Frage nach negativen Losungen zum Thema werden. Fur AK existie-
ren negative Zahlen nicht, daher werden diese Falle auch nicht thematisiert.
Unsere eigene Schreibweise und die Behandlung negativer Zahlen seit der

7. Klasse zeigen zum einen unsere von AK abweichende ,Ontologie“ — Was
gibt es? — auf. Zum anderen gestattet die Analyse allgemeiner quadratischer
Gleichungen mit Hilfe der Diskriminante und der negativen Zahlen eine umfas-
sende, abschliefiende und dabei Ubersichtliche Behandlung dieses Themas.

Auswirkung auf die Planung der Stunden

Das Zusammenspiel von Algebra und Geometrie bereitet Schilern i.a. Proble-
me. Um diese Problem nicht mitten in der AK-Sequenz zu bekommen, wird in
zwei vorbereitenden Stunden sowohl auf quadratische Gleichungen als auch
auf deren geometrische Veranschaulichung hingearbeitet. In diesem Rahmen
wird auch die Frage nach algebraischen Losungen diskutiert, die sich der geo-
metrischen Situation nicht sofort ansehen lassen. Diese beiden Stunden fin-
den zeitlich getrennt von der Restsequenz noch vor den Herbstferien statt.

Um den Schulern einen Eindruck der Bandbreite moglicher Darstellungen
desselben bzw. sehr ahnlicher Sachverhalte zu geben, wird AK’s Text in ein
Flussdiagramm umgewandelt. Diesem schlief3t sich unsere moderne algebrai-
sche Schreibweise an. Zudem sollen die Schuler auch selber Rechenvor-
schriften ,im Stile AK’s* schreiben.

Die historische Einordnung erfolgt zu Beginn durch den Fachlehrer. Daran
schliel3t sich jedoch ein mittelfristiger Arbeitsauftrag fur die Schiler an: Sie
sollen Material fur eine Zeitleiste rund um die Lebensdaten AK’s sammelin.
Dies mag man als Fachubergriff in Richtung Geschichte ansehen. Zumindest
bietet es auch den in Mathematik nicht so leistungsstarken Schulern eine
neue Moglichkeit, sich in den Unterricht einzubringen.

Um den kulturibergreifenden Aspekt herauszustellen, soll das Vorwort zu
AK’s Buch gelesen werden. Es ist flur das Sachproblem voéllig nebensachlich,
sondern bezieht sich ausschlielich auf das religidse, kulturelle und wissen-
schaftsgeschichtliche Umfeld AK’s. Ebenso wie in dem vorangehenden Punkt
werden hier Leistungsreserven der Schuler angesprochen, die im ,normalen®
Mathematikunterricht kaum eine Rolle spielen.

AK’S Verfahren sowie die Begrundung der Korrektheit sollen hier nur exem-
plarisch behandelt werden. Daher wird im Unterricht nur der erste Fall behan-



delt. Der zweite Fall ist das Modell fur das Problem der beiden Vorbereitungs-
stunden. Dieser Fall wird in der Klassenarbeit wieder auftauchen, dann aller-
dings in der Originalversion von AK.

Der Text zum AK’S erstem Fall wird auf drei Arbeitsblatter verteilt: zunachst
das Rechenverfahren, dann der erste Beweis, danach der zweite (s. dazu
§§15-17, Anhange Ill — V). Dies soll die Scheu vor der Textmenge und dem
doch recht ungewohnlichen Stil reduzieren.

Im Rahmen der Detailplanung wahrend der Durchfuhrung der Reihe ergab es
sich, dass der 2. Beweis (§17, Anhang V) nicht am Originaltext, sondern im
Unterricht von den Schilern selbst erarbeitet wurde (vgl. §8, Vortberlegun-

gen).



4 Vorbereitende Stunden 1 + 2

Anhand eines geometrischen Grundproblems wird das Zusammenspiel von geometrischer Situation und algeb
raischer Beschreibung getlibt. Dies bezieht sich sowohl auf die Beschreibung des Problems, als auch auf die L&
sung und die ,Methodenkritik*: Die algebraische Beschreibung liefert zwei Lésungen, wobei die zweite erst im
nachhinein geometrisch gedeutet wird. Vor diesem Hintergrund sollte es den Schiilern leichter fallen, AK’s text
lastige Ausflihrungen nachzuvollziehen.

Planung
Das Arbeitsblatt zu den vorbereitenden Stunden findet sich in §13, Anhang |.

Ausgangspunkt ist AK’s zweiter Fall: x> +16 = 10x. Den Schiilern wird eine geometri-
sche Situation vorgestellt, die diesem algebraischen Problem und auch der Sichtwei
se AK’s entspricht. Aufgabe im Unterricht ist es, dieses Problem zu l6sen, und zwar
sowohl durch Flachenvergleich als auch durch rein algebraische Manipulation. Der
erste Weg entspricht dem Verfahren AK’s.

Um den Schilern die geometrische Losung zu erleichtern, wird ein ,p/2 — Raster” in
die Aufgabenstellung eingebaut. Der erste Schritt, den AK vorgibt, ist damit schon
getan. Die weiteren Schritte missen sich nicht an AK orientieren. Er steht hier nur im
Hintergrund.

Nach der geometrischen Lésung soll auch eine Ubertragung in algebraische
Schreibweisen stattfinden. Im Unterrichtsgesprach werden die Einzelschritte der geo-
metrischen Lésung herausgestellt und in algebraische Schreibweise gebracht. Dann
wird versucht, von der Ausgangsgleichung herkommend, durch geeignete Term-
und/oder Aquivalenzumformungen eine Lésung zu finden, bei der die Elemente der
geometrischen Losung wiedererkennbar sind. Der Weg entspricht der ublichen qua-
dratische Erganzung. Zusatzlich zur schon bekannten Losung (x = 2) wird sich aber
auch eine neue Losung (x = 8) ergeben. Auch diese Losung ist geometrisch gut
nachvollziehbar: Statt von der Kastchengrenze 5 um 3 Einheiten nach links zu gehen
(5 - 3), geht man 3 Einheiten nach rechts (5 + 3). Diese Zweideutigkeit der Losung

entspricht dem pg-Term — g +-/D .

Verlauf

Die geometrischen Manipulationen wurden von allen Schilern mutig angegangen,
allerdings hielt der Mut bei einigen nicht lange an. Sie bendtigten kleine Tips, soweit
sie sich nicht bei ihren Nachbarn mit Hinweisen versorgten. (Die Sitzordnung in
Sechsergruppen ermoglicht problemlos die Arbeit mindestens zu zweit.) Die leis-
tungsstarken Schuler, aber nicht nur diese, kamen selbstandig auf die Losung und
konnten diese auch am OHP vorstellen.

In der Folgestunde wurde die geometrische L6sung nochmals analysiert (OHP!), das
algebraische Kernstlck an der Tafel festgehalten:

| b? = 9
(5 — a)? =  25-16
I a?+16 = 10a

| ergibt sich aus dem geometrischen Losungsweg, |l ist die algebraische Beschrer
bung der Ausgangsaufgabe. Das folgende Unterrichtsgesprach sollte den Zusam-



menhang zwischen | und Il herausstellen, genauer: Wie kommt man auf algebraisch
Ubersichtliche Weise von Il nach | und damit dann ans Ziel? Dieses Gesprach war
etwas zah, da es eine ganze Anzahl an algebraischen Losungsstrategien erfordert:
Sortieren nach Potenzen von a, Binomische Formel ansteuern, dazu passendes
Quadrat erganzen, negative Losung beim Radizieren im Auge behalten.

Reflexion

Die beiden Stunden kdnnten auch unabhangig von AK zur Einflhrung in quadrati
sche Gleichungen dienen. Die wechselseitige Interpretation Geometrie — Algebra hat
gut funktioniert. Nach Abschluss der Gesamtreihe fallt auf, dass eine Reihe von
Schulern immer noch Schwierigkeiten mit der ,Dimension von Termen® hat: Produkte
werden i.a. als Flachen, Einzelzahlen bzw. alleinstehende Variablen als Langen ge-
deutet. Offensichtlich war dieser Aspekt auch in diesen Vorbereitungsstunden nicht
tief genug verstanden worden, vom regularen Unterricht ganz zu schweigen.




5 1. Stunde

Ein ,nachgebauter Foliant* mit arabischen Buchstaben soll die Schiiler zu Beginn der Stunde aus dem Ublichen
Unterrichtsklima herausreifen. Der Lehrer stellt das Thema der folgenden Stunden vor, insbesondere AK und e
nige Elemente seiner Biographie. Die Schiler erhalten in diesem Zusammenhang eine langerfristige Hausaufga
be, welche die Zeitleiste vorbereiten soll, die die Sequenz abschliefien wird. Im zweiten Teil der Stunde lernen
die Schiler den ersten Text von AK kennen.

Voriiberlegungen

Aufgabe dieser Stunde ist die Einflhrung in die AK-Sequenz. Dabei sollen die Schix
ler ihren Standardblick auf Gegenstande des Mathematikunterrichts aufgeben und
sich auf eine historische Betrachtung einlassen. In diesem Zusammenhang steht
auch der Auftrag, Material aus dem historischen Umfeld AK’s zu suchen. Die Einfuh-
rung soll inhaltlich sowohl das zeitliche Umfeld AK’s ansprechen als auch eine erste
Begegnung mit dem Text ermdglichen.

Phasenplanung

1 Einstieg: L. stellt ,arabische Originalhandschrift* aus dem 9.Jhd. vor. Es han-
delt sich um ein vollig ungeschichtliches, aber aul3erst dickes Buch, das mit
braunem Packpapier eingewickelt ist und ,arabische“ Schriftzeichen tragt.
Letztere sind stilecht von rechts nach links auf der ,falschen® Seite des Bu-
ches aufgemalt. Im offenen Gesprach werden Meinungen der Ss. gesammelt,
worum es sich handeln koénne. Ziel ist eine erste Idee davon, dass es sich um
ein ,sehr altes“ Mathematikbuch handeln konnte.

2 Erarbeitung 1: Die Ss. untersuchen ,quer Beet* ihre bisherigen Kenntnisse zur
Geschichte der Mathematik. Dies kann sich auf den Unterricht beziehen, aber
auch auf auerunterrichtliche Begegnungen mit der Geschichte der Mathema-
tik oder Wissenschaften. Zu denken ware hier an Namen wie Pythagoras, Eu-
klid, Heron, Eratosthenes (?), die Babylonier, die Rémer...

3 L-Info: L. 16st das Ratsel um den ,Folianten® auf: Unterstutzt von einer Folie
(s. dazu §14, Anhang IlI: Folie zur 1. Stunde) wird die Person AK vorgestellt
sowie eine knappste Einordnung in das geschichtliche Umfeld vorgenommen.
In diesem Zusammenhang wird auch die Wortgeschichte ,Algebra“ und ,Algo-
rithmus® angesprochen.

4 Mittelfristige Hausaufgabe: Um einen Eindruck von den Zeitumstanden zu
AK’s Lebenszeit zu bekommen, sollen die Ss. in den folgenden 172 Wochen
sechs zeitgeschichtliche Ereignisse heraussuchen und auf DIN A7 Kartchen
notieren. Diese Kartchen kdnnen dann verglichen, sortiert und als Zeitleiste an
einer Pinwand befestigt werden (s. dazu §9, 5./6. Stunde). Der Arbeitsauftrag
findet sich ebenfalls auf der schon benutzten Folie.

5 Erarbeitung 2: Die Ss. erhalten das Arbeitsblatt mit dem ersten Teil des AK-
Textes (s. dazu §15, Anhang lll: Arbeitsblatt zu AK’s Rechenverfahren). Die
,vorbemerkungen® gibt L. als Info vorweg, zu bearbeiten sind zunachst nur die
1. und 2. Aufgabe. Den Abschluss dieser Phase sollte die Standardnotierung
des algebraischen Problems bilden: Lose x? + 10x = 39.

6 Hausaufgabe zur nachsten Stunde: Arbeitsblatt, 3.und 4. Aufgabe.



Verlauf

Der geplante Ablauf wurde im wesentlichen beibehalten. Die Abfolge der einzelnen
Phasen ergab sich in der Unterrichtssituation auf unangestrengte Weise. Der zeitli
che Rahmen erwies sich als gro3zugig, sodass sogar schon Flussdiagramme an der
Tafel festgehalten werden konnten (Arbeitsblatt, 3. Aufgabe). Die Schuler haben in
allen Phasen mitgearbeitet, durchaus mit eigenstandigen und z.T. Uberraschenden
Beitragen. Eine Zurtickhaltung wegen der ungewohnten Situation (ein offenbar be-
sonderes Thema, Kamera im Hintergrund) war nicht feststellbar, eher zeigten sich
sonst ,stillere” jetzt etwas forscher. Bemerkungen zu Details der Phasen:

Der ,Foliant® erwies sich als hochst hilfreich, um den Sprung ins Mittelalter zu
bewerkstelligen. Offenbar waren einige Schuler auch noch nach der Stunde
unsicher, ob es ein ,echter Al-Khwarizmi“ war oder nicht. Die kulturelle und in
der Folge zeitliche Einordnung gelang gut: Das arabische Flair war Uberzeu-
gend genug, und dies war ein Hinweis fur die Schuler auf ,sehr weit zurtcklie-
gende Zeiten®.

Geschichtliche Elemente im Mathematikunterricht sind — wie erwartet — ver-
streut vorhanden. Zu den o0.g. Namen gesellte sich noch Thales; es war be-
kannt, dass die Araber die Null erfunden haben; die Binomischen Formeln
wurden als Themengebiet angefuhrt; Eratosthenes war nur noch vom Namen
her bekannt.

Da sich in der Klasse Aussiedler aus Russland befinden, ergab es sich, das
die Einordnung ,sudlich vom Aral-See“ diesen Schulern viel vertrauter war als
den anderen.

Die Flussdiagramme waren fur alle Schuler sehr Uberzeugend; die leistungs-
starkeren wendeten sie gleich auf das zweite Beispiel und sogar den allgemet
nen Fall an. Hier zeigte sich, dass die Zeitvorgabe reichlich bemessen war.
Die Hausaufgabe erstreckte sich daher auch auf die 5. Aufgabe.

Beim Aufschreiben des Grundproblems begannen vereinzelte Schuler mit ef
ner Wurzel, die sie dann durch Nicht-Wurzeln ,substituierten:

X + 10 /x = 39
Y + 10 Jy2 = 39
y? + 10 vy = 39

Dies flhrte zu Nachfragen, ob man Betrage brauche und was denn AK ek
gentlich® gemeint habe. Mich hat die erste Lesart besonders gefreut, weil ich
AK sofort im ,meinem Sinne“ gelesen hatte, also wie in der dritten Zeile. Die
Frage nach den Betragen gab Anlass zu dem Hinweis, dass AK keine negati-
ven Zahlen kennt. Daher ist fur ihn der Betrag kein Problem, von schreibtech-
nischen Unterschieden zu heute ganz abgesehen.

Ein Schmankerl nebenbei: Ein Schuler war beim Stébern in MS Encarta Uber
den Eintrag ,Quadratische Gleichungen“ — womadglich ein Reflex auf die Vor-
bereitungsstunden - zu dem Eintrag “Kwarismi“ gelangt. Dort wurde auch die
Wortgeschichte von Algebra angesprochen, allerdings ohne Hinweis auf das
Buch von AK.



Reflexion

Der gewahlte Einstieg in die Reihe und die Planung der Stunde haben sich bewahrt.
Die Vorbereitungsstunden haben einiges bereitgestellt, was die Schiler nun im Text
wiederentdecken konnen. Das Unterrichtsgesprach gewann so an Lebhaftigkeit. Die
methodischen Hilfsmittel (,Foliant”, Flussdiagramme) entwickelten ebenfalls eine
sehr erfreuliche Eigendynamik, die bis zur Klassenarbeit am Ende der Gesamtreihe
vorhielt.



6 2. Stunde

Die rein mechanischen Rechenvorschriften AK’s werden anhand eines Flussdiagramms untersucht. Es werden
Unterschiede zwischen AK’s Vorgehen und modernen Schreibweisen herausgestellt, einschlieRlich der Frage
nach negativen Lésungen. Den Abschluss und die Hausaufgabe bildet die Frage nach der Begriindung fir AK’s
Verfahren. Dies ist der Ubergang zur geometrischen Interpretation.

Voriiberlegungen

In der heutigen Stunde sollen die Schuler einen vertieften Eindruck von den Eigen-
tumlichkeiten des Verfahrens von AK bekommen. Das methodisch wichtigste Mittel
dazu ist das Flussdiagramm. Es ermdglicht einen Ubersichtlichen Zugriff auf das im
Text Gesagte. Andererseits ist noch deutlich entfernt von modernen algebraischen
Schreibweisen. Immerhin erlaubt allein das Benutzen von Variablen das Notieren e
ner Losungsformel. Die Begrindung fur das von AK vorgeschlagene Verfahren ist in
die Hausaufgabe verlegt und wird in der Folgestunde zum Thema.

Die Sozialformen der Stunde sind wenig abwechslungsreich: Zu Beginn dominiert
der Tafelanschrieb durch einzelne Schiuler, der sich anschlieRende zweite Teil der
Stunde wird genau wie der dritte vom Unterrichtsgesprach getragen.

Phasenplanung

1. Auswertung der Hausaufgabe: Zunachst werden die Flussdiagramme fur die
beiden konkreten Beispiele nochmals an der Tafel analysiert. Die Korrektheit der
Ergebnisse wird in einer Probe nachgewiesen. Dann wird das Flussdiagramm fur
den allgemeinen Fall nachgetragen. Die Probe entfallt, da sie algebraisch sehr
aufwendig ist. (Nicht Algebra ist das Hauptthema, sonder AK).

2. Analyse: Im Unterrichtsgesprach werden die Besonderheiten von AK’s Verfahren
herausgearbeitet und an der Tafel notiert:

¢ AK benutzt keine Variablen.

¢ AK kann daher keine Lésungsformel fur den allgemeinen Fall angeben.

e AK kommt nur zu einer einzigen Lésung. An der Stelle, wo die Wurzel ge-
zogen wird, kdnnen wir nach weiteren Losungen suchen. Isabells Bemer-
kung zu den Betragen kann hier ein Ausgangspunkt sein.

e Da AK keine negativen Zahlen kennt, ist unsere ,Erweiterung“ des Verfah-
rens fur AK nicht annehmbar.

3 Kritik/ Ausblick: Offensichtlich hat AK noch keinen Beweis bzw. eine Begrin-
dung fir sein Verfahren geliefert. Dies ist nun nachzuholen. [Da in den Vorbe-
reitungsstunden nur sehr kurz — ad hoc — auf quadratische Erganzungen ein-
gegangen wurde, gehe ich nicht davon aus, dass der Zusammenhang mit
dem dortigen Verfahren einem Schiler auffallt. Ist im Vorfeld u.U. schon die
pg-Formel aufgetreten, kann eine Begrindung an dieser Stelle von den Schi-
lern geleistet werden.]

4 Hausaufgabe: Arbeitsblatt zum ersten Beweis, 1. — 3. Aufgabe (s. dazu §16,
Anhang IV). Die 4. Aufgabe wird sich erst behandeln lassen, wenn die ersten
drei bearbeitet sind.



Verlauf

Die Lerngruppe hat sich trotz der geringen Variabilitat der Sozialformen aufmerksam
an der Arbeit beteiligt. Dabei fiel erneut auf, dass auch eher schwache Schiler
durchaus zu engagierten Beitragen fanden. Die algebraischen Analysen waren nicht
zu abgehoben. Hierbei zeigte sich aber erneut, dass ein vernunftiges Grundver-
standnis algebraischen Tuns vorhanden sein muss, will man sich nicht mit reinem
Nachlesen des Textes begnugen. Bemerkungen zu Details der Phasen:

Ein von mir im Vorfeld nicht gesehenes Problem wurde von den Schulern leb-
haft diskutiert: Was schreibt man als Kurzanmerkung Uber die Pfeile im Fluss-
diagramm? Wenn man eine 5 hat, liefern ,Multipliziere die Zahl mit 5 und
»-Quadriere die Zahl“ zwar dasselbe Ergebnis, dennoch ist Unterschiedliches
gemeint.

Das Problem der negativen Wurzeln und zusatzlichen Losungen wurde von
eher schwacheren Schulern angemessen erlautert und als Seitenpfad ins
Flussdiagramm eingearbeitet.

Markus hat als guter Schuler auch ohne ausdrickliche Nachfrage durch L. er
kannt, dass unsere Variablenschreibweise — im allgemeinen Fall — zu einem
Ldsungsterm bzw. einer Endformel fuhrt, die AK nicht zuganglich ist.

Eine Schiulerin wunderte sich sinnvollerweise, dass bei beiden Beispielen die
zweite Losung —13 hield. Das koénne ja wohl nur Zufall sein. (War es auch! Die
,Eigendynamik* dieses Zufalls hat mich allerdings gefreut.) Zur Uberprifung
wollte sie ein weiteres Beispiel an der Tafel sehen. Sie nannte eins, und der
Algorithmus wurde abgespult. Hier zeigte sich deutlich, wie effektiv AK’s Re-
chenvorschrift funktioniert. Auch die Abwandlung mit Blick auf die zweite L6-
sung lief3 sich problemlos einfligen.

Aufgrund aul3erer Bedingungen wurde der Beweistext nicht als Hausaufgabe
ausgegeben. Das Er-Lesen des Beweises wird daher Teil der nachsten Unter-
richtsstunde.

Reflexion

Auch in dieser zweiten Stunde zeigten die Schdler ein breit gestreutes, problemori
entiertes Umgehen mit AK’s Rechenverfahren und der flr uns darin sichtbaren Al-
gebra. Erfreulich daran ist insbesondere, dass auch schwachere Schuler zu Beitra
gen Uber Algebra fahig und willens sind.



7 3. Stunde

Untersucht wird AK’s geometrischer Beweis sowie der Kommentar dazu: Da AK in der vorliegenden Quelle nicht
mit dem naherliegenden zweiten Beweis beginnt, muss er in einem Nachtrag sein Rechenverfahren und das Be
weisbild aneinander anpassen. Abschluss und HA ist die Ubertragung des geometrischen Beweise auf ein weite
res Beispiel.

Voriiberlegungen
Das Arbeitsblatt zum ersten Beweis findet sich in §16, Anhang IV.

Der Ablauf der Stunde muss gewahrleisten, dass die Schuler zu jeder Zeit wissen,
was das Ziel der jeweiligen BemUhungen ist. Dies ist nicht selbstverstandlich gege-
ben, da unterschiedliche Aspekte im Auge zu behalten sind: Zum einen der Beweis
zu dem schon vorgestellten Flussdiagramm-Schema. Hier missen algebraische und
geometrische Uberlegungen aufeinander abgestimmt werden. Zum anderen ist diese
Abstimmung in sich nicht problemlos: AK korrigiert seinen Beweis zum Schluss, da
er nicht zu seinem Rechenschema passt. Hier sind Irritationen vorprogrammiert.

Phasenplanung

1. Orientierung: Zunachst wird das Ziel der Stunde nochmals herausgestellt: Eine
quadratische Gleichung war zu Iésen, ein Rechenverfahren ist angegeben wor-
den (Flussdiagramm; dieses wird nochmals an die linke Tafel geschrieben), und
nun gilt es, dieses Rechenverfahren zu erklaren, bzw. seine Korrektheit nachzu-
weisen. Der zweite Orientierungsschritt ist der Ubergang zur geometrischen Dar-
stellung. Das Ausgangsquadrat AB wird auf der Mitteltafel angezeichnet und sei
ne einzelnen Bestandteile und die im Text auftauchenden Begriffe einander zu-
geordnet: Die ,Wurzeln“ sind die Seiten der Quadratflache.

2. Erarbeiten des Textes: Die Schuler erhalten den Beweistext und versuchen
selbstandig, den geometrischen Manipulationen AK'’s zu folgen. In dieser und
der folgenden Phase steht der Text des neuen (2.) Arbeitsblattes im Mittelpunkt.

3. Erstellung der Beweisfigur: Schrittweise wird nun der Text auf die Abbildung
an der Tafel Ubertragen. Unterschiedliche Farbgebung kann die einzelnen Schrit-
te unterscheiden.

4. Vergleich mit Flussdiagramm: Genau wie AK werden auch die Schuler fest-
stellen, dass der gegebene geometrische Beweis und das Rechenverfahren
(Flussdiagramm) zu Anfang nicht zueinander passen, wahrend die weiteren Dia-
grammschritte gut nachvollziehbar bzw. Ubertragbar sind. Zu winschen ware,
dass zumindest leistungsstarkere Schiler erkennen, dass genau dieser Punkt
von AK im letzten Absatz behandelt wird.

5. Beweisnachbesserung: Es wird der letzte Absatz des Arbeitsblattes nochmals

gelesen. Die unterschiedlichen Rechenmdglichkeiten werden konkret an der Ta-
fel durchgerechnet:

10—2 y5_hoch2 .95 39+ .64




1025252 .25 25 % 64

und zudem geometrisch interpretiert:

N

2 2
Offensichtlich gilt: 4 e [ij = (aj

Auch eine allgemeine algebraische Umformung kann diesen Zusam-
menhang erklaren:

2 2 2 2
4. E :4.i=i= E
4 16 4 2

6 Hausaufgabe: Die so erarbeitete geometrische Begrindung wird tGbertragen
auf ein neues Beispiel: x* + 8x = 65.

Verlauf

Als sehr wichtig hat sich die erste Orientierungsphase erwiesen: Im Ruckblick zeigte
sich noch deutlicher, wie sehr AK’s Vorschrift ein rein schematischer Kalkdl ist, der
zunachst zwar ein Ergebnis liefert, aber keinerlei Begrindung fir seine Korrektheit in
sich tragt. An dieser Stelle konnte der Wechsel zum ,Beweis” fur die Lerngruppe
Uberzeugend motiviert werden.

In der zweiten Phase, der Erarbeitung des geometrischen Gesamtbildes in Partner-
arbeit, mufdten einige Gruppen immer wieder zur Weiterarbeit ermutigt werden. An-
derseits gab es eine ganze Reihe von Diskussionen, bei denen sachorientiert im
Ausgang vom Beweistext und der Eigenstruktur des geometrischen Bildes argumen-
tiert wurde. Das Zusammentragen der Einzelschritte an der Tafel gelang danach
auch unter Mithilfe schwacherer Schiler.

Die anschliefende Beweiskritik (,Der Beweis passt ja gar nicht zum
Flussdiagramm!“) konnte nur noch die Aufmerksamkeit der leistungsstarken Schuler
gewinnen. Auch die algebraischen Darstellungsmaoglichkeiten waren fir die Gesamt-
gruppe wenig anregend. Allerdings a3t sich dieses Problem schlecht aus der Welt
schaffen, da es lernpsychologisch nachvollziehbar ist, dass nach Abschluss des Be-
weises die Aufmerksamkeitskurve dramatisch abfallt.



Reflexion

Will man das zum Schluss angesprochene ,Abschlaffen” vermeiden, misste man mit
dem 2. Beweis von AK anfangen. Aber das ware schade, da diesen Beweis die
Schuler selber finden kdénnen (s. nachste Stunde). Also lassen wir alles beim alten.




8 3. Stunde

Untersucht wird AK’s geometrischer Beweis sowie der Kommentar dazu: Da AK in der vorliegenden Quelle nicht
mit dem naherliegenden zweiten Beweis beginnt, muss er in einem Nachtrag sein Rechenverfahren und das Be
weisbild aneinander anpassen. Abschluss und HA ist die Ubertragung des geometrischen Beweise auf ein weite
res Beispiel.

Voriiberlegungen
Das Arbeitsblatt zum ersten Beweis findet sich in §16, Anhang IV.

Der Ablauf der Stunde muss gewahrleisten, dass die Schuler zu jeder Zeit wissen,
was das Ziel der jeweiligen Bemuhungen ist. Dies ist nicht selbstverstandlich gege-
ben, da unterschiedliche Aspekte im Auge zu behalten sind: Zum einen der Beweis
zu dem schon vorgestellten Flussdiagramm-Schema. Hier missen algebraische und
geometrische Uberlegungen aufeinander abgestimmt werden. Zum anderen ist diese
Abstimmung in sich nicht problemlos: AK korrigiert seinen Beweis zum Schluss, da
er nicht zu seinem Rechenschema passt. Hier sind Irritationen vorprogrammiert.

Phasenplanung

1. Orientierung: Zunachst wird das Ziel der Stunde nochmals herausgestellt: Eine
quadratische Gleichung war zu l6sen, ein Rechenverfahren ist angegeben wor-
den (Flussdiagramm; dieses wird nochmals an die linke Tafel geschrieben), und
nun gilt es, dieses Rechenverfahren zu erklaren, bzw. seine Korrektheit nachzu-
weisen. Der zweite Orientierungsschritt ist der Ubergang zur geometrischen Dar-
stellung. Das Ausgangsquadrat AB wird auf der Mitteltafel angezeichnet und sef
ne einzelnen Bestandteile und die im Text auftauchenden Begriffe einander zu-
geordnet: Die ,Wurzeln® sind die Seiten der Quadratflache.

2. Erarbeiten des Textes: Die Schuler erhalten den Beweistext und versuchen
selbstandig, den geometrischen Manipulationen AK’s zu folgen. In dieser und der
folgenden Phase steht der Text des neuen (2.) Arbeitsblattes im Mittelpunkt.

3. Erstellung der Beweisfigur: Schrittweise wird nun der Text auf die Abbildung an
der Tafel Ubertragen. Unterschiedliche Farbgebung kann die einzelnen Schritte
unterscheiden.

4. Vergleich mit Flussdiagramm: Genau wie AK werden auch die Schuler feststel-
len, dass der gegebene geometrische Beweis und das Rechenverfahren (Fluss-
diagramm) zu Anfang nicht zueinander passen, wahrend die weiteren Diagramm-
schritte gut nachvollziehbar bzw. Ubertragbar sind. Zu wunschen ware, dass zu-
mindest leistungsstarkere Schuler erkennen, dass genau dieser Punkt von AK im
letzten Absatz behandelt wird.

5. Beweisnachbesserung: Es wird der letzte Absatz des Arbeitsblattes nochmals
gelesen. Die unterschiedlichen Rechenmdglichkeiten werden konkret an der Ta-
fel durchgerechnet:

10—2 5 _Moch2 95 39+ .64



10—24 525 hochz 525+ ,25 39 64

und zudem geometrisch interpretiert:

2 2
= Offensichtlich gilt: 4¢( 2| =2
2 4 2

Auch eine allgemeine algebraische Umformung kann diesen Zusammenhang

erklaren:
2 2 2 2
4 [ ] E = 4 [ ] i = i = E
4 16 4 2
7 Hausaufgabe: Die so erarbeitete geometrische Begrindung wird tGbertragen

auf ein neues Beispiel: x* + 8x = 65.

Verlauf

Als sehr wichtig hat sich die erste Orientierungsphase erwiesen: Im Ruckblick zeigte
sich noch deutlicher, wie sehr AK’s Vorschrift ein rein schematischer Kalkdl ist, der
zunachst zwar ein Ergebnis liefert, aber keinerlei Begrindung fir seine Korrektheit in
sich tragt. An dieser Stelle konnte der Wechsel zum ,Beweis” fur die Lerngruppe
Uberzeugend motiviert werden.

In der zweiten Phase, der Erarbeitung des geometrischen Gesamtbildes in Partner-
arbeit, mufdten einige Gruppen immer wieder zur Weiterarbeit ermutigt werden. An-
derseits gab es eine ganze Reihe von Diskussionen, bei denen sachorientiert im
Ausgang vom Beweistext und der Eigenstruktur des geometrischen Bildes argumen-
tiert wurde. Das Zusammentragen der Einzelschritte an der Tafel gelang danach
auch unter Mithilfe schwacherer Schiler.

Die anschliefende Beweiskritik (,Der Beweis passt ja gar nicht zum
Flussdiagramm!“) konnte nur noch die Aufmerksamkeit der leistungsstarken Schuler
gewinnen. Auch die algebraischen Darstellungsmaoglichkeiten waren fir die Gesamt-
gruppe wenig anregend. Allerdings a3t sich dieses Problem schlecht aus der Welt
schaffen, da es lernpsychologisch nachvollziehbar ist, dass nach Abschluss des Be-
weises die Aufmerksamkeitskurve dramatisch abfallt.



Reflexion

Will man das zum Schluss angesprochene ,Abschlaffen” vermeiden, misste man mit
dem 2. Beweis von AK anfangen. Aber das ware schade, da diesen Beweis die
Schuler selber finden kdénnen (s. nachste Stunde). Also lassen wir alles beim alten.




9 5. und 6. Stunde

Die Schiiler vergleichen ihre eigenen Texte im Stile AK’s untereinander. Damit kommt der mathematische Teil
der Sequenz zum Abschluss. Im zweiten Teil der Stunde wird das von den Schiilern gesammelte historische Ma
terial gesichtet und sortiert. In der Folgestunde wird dann der Zeitstrahl erstellt. Dies bildet die Vorarbeit zum Le
sen des Vorworts von AK.

Voriiberlegungen

Wahrend die ersten vier Stunden noch sehr Mathematik-nah waren, schlielen sich
nun drei Stunden an, in denen die Mathematik gar nicht oder nur am Rande auf-
taucht. Die Unterrichtsmethoden werden daher sowohl bei der Auswertung der Ge-
schichtsdaten (5./6. Stunde) als auch bei der Analyse von AK’s Vorwort (7. Stunde)
von denen einer ublichen Mathematikstunde deutlich abweichen.

Die Auswertung der Geschichtskartchen geschieht in sechs Kleingruppen. Der ge-
naue Ablauf wird den Schulern anhand einer Folie erlautert (s.u. §18, Anhang VI).
Dabei ist besonders auf Punkte IV + V aufmerksam zu machen: Sie sollen garantie-
ren, dass alle Schuler in die Arbeit eingebunden bleiben.

Die Analyse des Vorworts von AK wird durch strukturierende Leitfragen gesteuert.
Der Text ist recht lang und erschliefl3t sich Neuntklassern nicht ohne weiteres. Die
beigegeben Fragen sollen das Eindringen in den Text unterstutzen. Die letzte Frage
bindet den Text an die Gegenwart der Schiuler an. Es sollte deutlich werden, dass
die Einbindung in religiose Kontexte heute fehlen wirde. Andererseits sind Lehr
buchcharakter (Seinen Lambacher hat jeder Schuler in der Tasche.) und Danksa-
gungen (Im Mathematiklehrwerk vielleicht weniger als in modernen popularwissen-
schaftlichen Werken) durchaus vertraut. Besonders das Versprechen, die gelieferte
Mathematik habe etwas mit dem Alltag der ,Abnehmer” zu tun, ist ein offenbar schon
zu AK’s Zeiten nicht immer leicht einldsbares Versprechen.

Phasenplanung

1. Besprechung der Hausaufgabe: Zwei Schuler lesen ihre eigenen Texte zu
AK’s zweitem Beweis vor.

2. Orientierung: Die von den Schilern zu Hause zusammengestellten Ge-
schichtskartchen sollen gesichtet und in eine zeitliche Reihenfolge gebracht
werden. Ziel ist ein Zahlenstrahl. Das genau Vorgehen wird auf einer Folie er-

lautert.

3. Erarbeitung I: Die Schuler sichten in 6 Teilgruppen ihr Material, tauschen aus
und sortieren neu (erganzen oder korrigieren ihre Ergebnisse). - Ende der 5.
Stunde -

4, Auswertung I: Die endguiltig sortierten Kartchen werden auf Papier geklebt.

5. Auswertung ll: Die Schuler verschaffen sich einen Gesamtuberblick Uber die
Zeit von AK.

6. Neuorientierung: Der Lehrer stellt das Vorwort von AK vor. Er unterstreicht

die fir den Mathematikunterricht untypische Methode des Textanalysierens
und weist auf die entsprechenden Hilfen auf dem Arbeitsblatt hin.



7. Erarbeitung/ Hausaufgabe: Die Schiuler erhalten das Vorwort zu AK’s Buch
mit den dort angegeben Arbeitsauftragen. HA ist dabei nur Nr. 1-3.

Verlauf

Die Hausaufgabe wurde i.a. nicht erfolgreich bearbeitet. Der Mehrzahl der Schuler
war das Ziel der Schreiblbung entweder unklar oder die Aufgabe wurde gar nicht
erst angegangen. Lediglich von einem (1) Schiler war eine vernlnftige Losung zu
erlangen. Andererseits zeigte die Besprechung der Aufgabe im Unterricht, dass das
Leistungsvermdgen der Schuiler durchaus ausreicht, um die geforderten Texte zu
verfassen.

In ahnlicher Weise unbefriedigend gestaltete sich die Auswertung der Geschichts-
kartchen. Eine ganze Reihe von Schilern hatten nur zwei oder drei Daten, einige
auch gar nichts herausgefunden. Dennoch reichte das Material, um eine erste Sor-
tierung vorzunehmen. Dabei zeigten alle Teilnehmer reges Interesse an der gemein-
samen Arbeit. Der Wechsel zu geschichtlichen Fragen auch innerhalb des Mathema-
tikunterrichts wurde offenkundig als positiv erlebt.

Als Hausaufgabe (zunéachst nicht vorgesehen) ergab sich ein neuer Suchauftrag an
diejenigen, die bisher nichts oder zu wenig beigetragen hatten. Das Ergebnis war al
lerdings nicht Gberwaltigend, da die neu hinzukommenden Kartchen weitgehend den
vorhandenen glichen — ein Ergebnis, das nicht Uberraschen sollte.

Die Erstellung des Zahlenstrahls war dann ein leichtes. Da die Kartchen frei ver
schiebbar waren, konnten Licken gut geschlossen werden. Ein Schuler war so an-
gestachelt, dass er zu Hause die Ergebnisse seiner Gruppe mittels Textverarbei
tungssystem auf Klebeschildchen Ubertrug und als Farbdruck wieder mitbrachte.

Der Zeitrahmen war recht grof3zlgig. Falls man sofort mit der 2. Phase beginnt und
falls durch deutliche Erinnerung an die langfristige Sammelaufgabe alle Schiler ihre
sechs Kartchen haben, reicht auch eine Einzelstunde flr die Erstellung des Zeit
strahls.

Reflexion

Die Schreiblbung hat sich in dieser Form nicht bewahrt. Hier ist ein anderer Ansatz
zu suchen, mit dem es besser gelingt, die Schiler zu Produktion von Texten zu ver
anlassen. Ein - wenn auch kleiner - Fortschritt ware es schon, wenn alle Schiler die
Hausaufgabe anfertigen, d.h. einen Text ,im Stile AK’s” verfassen.

Sowohl die Schiler als auch der Lehrer haben die Arbeit an dem geschichtlichen
Kontext als bereichernd erlebt. Auffallig war insbesondere, dass trotz der nachlassig
gemachten Datensammlung die Gruppenarbeit gut und engagiert durchgefuhrt wur-
de. Fir das Sammeln von Daten bzw. geschichtlichen Situationen kann man u.U.
starkere Vorgaben machen, indem der L. etwa Beispiele nennt. Allerdings ginge dies
auf Kosten der Selbsttatigkeit der Schiler. Deutliche Erinnerungen an den Suchauf
trag sollten reichen, um dieses Problem zu Iosen.



10 7. Stunde

Nachdem sich die Schiiler in den vergangenen beiden Stunden einen Einblick in die Zeit von AK verschafft ha

ben, wird zum Abschluss der AK-Sequenz in dieser Stunde noch das Vorwort zu AK’s Buch untersucht. Dabei

soll deutlich werden, in welchem kulturellen Zusammenhang AK seine Tatigkeit sah. Auch ist zu fragen, ob sich
fiir ,moderne” Autoren mathematischer Werke ahnliche Uberlegungen ergeben kénnten.

Voriiberlegungen
Das Arbeitsblatt mit AK’s Vorwort findet sich in §19, Anhang VII.

Diese Stunde bildet die letzte in der Sequenz rund um AK. Zur Einbindung in die Rei
he und zu den methodischen Besonderheiten der Stunde vgl. §9, Voruberlegungen.

Phasenplanung

1. Auswertung der Hausaufgabe: Anhand der strukturierenden Fragen 1-2 wird
der Text zunachst grob vorgegliedert. Aufgabe 3 fihrt dann zu den inhaltli
chen Details der Abschnitte. Das Tafelbild sollte die folgenden Kernaussagen
festhalten:

A Lobpreisung Gottes und Mohammeds: AK steht als Forscher nicht ne-
ben der Religion, sondern ist auch weiterhin Glaubender.

B Verbeugung vor den Vorgangern: Diese machten grof3e Anstrengun-
gen und erhielten nur bescheidenen Dank.

C Dank an den Kalifen: Denn die Wissenschaft braucht auch Unterstut-
zung in dieser Welt, nicht nur die Unterstutzung Gottes.

D Anwendungsgebiete: eigentliche Absicht des Buches.
E Hoffnung: auf gottlichen Lohn.

2, Neuorientierung: Vergleich mit einem imaginaren modernen Rechenbuch.
Modell kann hier das Mathematik — Unterrichtswerk sein. (Diese Blickrichtung
entspricht Frage 4 zum Vorwort.) Wahrend ,A Lobpreisung“und ,E Hoffnung“
heute kaum noch aktuell scheinen, gilt dies fur die drei anderen Elemente weit
weniger: Die ,B Verbeugung“vor den Vorgangern gehort in das Vorwort der
meisten Sachbucher, der ,C Dank”an Finanzgeber lafit sich dort bisweilen
auch finden. Fir die Schiler kdnnte die |dee, dass Unterrichtswerke und Leh-
rer vom Staat gestellt werden , in diesen Zusammenhang gehoren. Die Frage
nach den ,,D Anwendungsgebieten®ist ein Standardritual im Unterricht: ,Wozu
muss ich das lernen? Braucht man das irgendwo?“

3. Riickblick auf die Reihe: Was bleibt hangen? Was war sinnvoll, was weni-
ger? ...



Verlauf

Die Beantwortung der ersten Fragen gestaltete sich etwas zogerlich. Das Gliedern in
Sinnabschnitte ist auch noch fir altere Schiler bisweilen problematisch. Das liegt
besonders daran, dass eine Gliederung immer schon eine inhaltliche Analyse ein-
schlief3t. Bei diesem konkreten Text ist der inhaltliche Aspekt aber durchaus sperrig.
Insofern ist eine verhaltene Reaktion der Schiler nicht Gberraschend. Der Ablauf der
Stunde geriet auf diese Weise in ein sehr lehrergesteuertes Unterrichtsgesprach, bei
dem die entscheidenden Impulse nicht aus der Schilergruppe kamen. Andererseits
wurde die Thematik von einer gro3en Breite der Lerngruppe aufgenommen, sodass
gerade mathematisch weniger leistungsstarke Schuler sich in das Gesprach ein-
brachten.

Die letzte Bemerkung lasst sich auch auf die Erweiterung der Betrachtung (> moder-
nes Rechenbuch) beziehen. Die Schuler waren durchaus in der Lage, den Schritt
weg von der Zeitgebundenheit hin zu einer Aktualisierung der Inhalte zu tun.

Fir eine Reflexion der Gesamtreihe blieb kaum noch Zeit. Die Bemerkungen dazu
fielen eher verhalten aus. Erkennbar war immerhin, dass die Reihe durchweg als po-
sitive Abwechslung im Mathematik-Unterrichts-Alltag erlebt wurde.

Reflexion

Wie schon die 5./6. Stunde so war auch diese Stunde fur alle Beteiligten Neuland.
Die Schuler zeigten sich zwar verhalten gegenuber der Textarbeit, waren aber in ek
ner grofl3en Breite offen fur die Inhalte. Dies sollte Mut machen, sich auch aus dem
Mathematikunterricht heraus auf derartige Stunden und die ihnen eigenen Methoden
einzulassen. Vielleicht kann auch aus dem Geschichts- oder Deutschunterricht he-
raus die ein oder andere Schwachstelle methodisch besser aufbereitet werden. Ins-
gesamt zeigten sich erfreuliche Verschiebungen in der Beteiligung am Unterrichtsge-
sprach. Und das allein spricht schon fur einen solchen Versuch.



11 Klassenarbeit

Die Klassenarbeit ist auf zwei Unterrichtsstunden angesetzt. Die erste Stunde hat AK zum Gegenstand. Hier wird
der zweite Fall untersucht. Analog zur Unterrichtssequenz wird mit Flussdiagrammen und algebraischen Inter
pretationen gearbeitet. Durch die Folgesequenz im Anschluss an die AK-Stunden ist den Schiilern der moderne
Umgang mit quadratischen Ergéanzungen, pg-Formel und Diskriminante vertraut. Daher taucht dieser Aspekt
ebenfalls auf. Im Unterschied zur AK-Sequenz muss das Beweisbild von den Schiilern selber anhand des Textes
von AK erstellt werden.

Voriiberlegungen
Das Aufgabenblatt zur Klassenarbeit findet sich in §20, Anhang VIII.

Die AK-Sequenz bildete den Einstieg in die Reihe Uber quadratische Gleichungen.
Daher schlossen sich an die AK-Sequenz die Standardsequenzen zu Quadratischem
Erganzen, der pg-Formel und Anwendungen von quadratischen Gleichungen an.
Alle Aspekte sollten Teil der Klassenarbeit werden. Um AK genugend Platz einzurau
men wurde die Klassenarbeit zweistiindig geschrieben: eine Stunde zu AK, eine
Stunde zu dem Rest. Da sich keine Doppelstunde finden lie3, wurde des AK-Teil am
2.12.98 geschrieben und der Rest am 7.12.98.

Die AK-Aufgaben orientieren sich an den Techniken, die die Schuler im Unterricht er-
probt haben:

1a) algebraische Neuformulierung des ,ausformulierten“ Originals

1b)  Flussdiagramm als Interpretationshilfe

1c)  Ubung zum Flussdiagramm

1d) Interpretation von Sonderfallen mit Hilfe von Flussdiagrammen

1e) Veranschaulichung des Textes durch eine selbst zu findende Zeich-
nung

1f)  Beweis des Losungsverfahrens durch Manipulation der Zeichnung aus
1e)

Wahrend 1a-c) keine besonderen Anforderungen stellen, setzt die Interpretation in
1d) ein sinnvolles Umgehen mit den Flussdiagrammen voraus. Hier wird auch noch-
mals der schon im Unterricht entdeckte Zusammenhang mit der pg-Formel deutlich.
1e-f) sind stark geometrisch orientiert. Hier ist es offen, in welchem Male die Schi-
ler in der Lage sind, die Textvorgaben in Geometrie zu Ubersetzen.

Die zweite Halfte der Klassenarbeit orientiert sich an 0.g. Vorgaben. Aufgabe 2 und 3
garantieren, dass die Schiler die Kenntnis beider Verfahren (quadratische Ergan-
zung, pg-Formel) nachweisen, incl. Sonderfalle. Fur Aufgabe 4 und 5 ist ihnen freige-
stellt, welches Verfahren sie wahlen. Wahrend Aufgabe 4 eine rein-algebraische Auf
gabe mit deutlich erhdhtem Anspruch ist, behandelt Aufgabe 5 ein Sachproblem.
Dieses Problem wurde im Unterricht nicht geubt. Die Begriindung fur die Formel aus
5a) wird in 5c¢) verlangt.




Auswertung

Um den Einfluss der AK-Aufgabe auf die Gesamtarbeit abschétzen zu kdnnen, werden unten
auch die Ergebnisse der anderen Aufgaben mitgeteilt. So ergibt sich auch ein Eindruck der
Gewichtungen bei der Korrektur.

N (la 1b 1¢ 1d le 1If S |2 3 4 5 S S N K
a u u u ot o-
m m m| m| e pi
e m m | m e

e e e

1 2 1

5 5

5 10 5 10 5 51 40 15 15 15 15| 60| 100

HA 5 10 5 10 5 21 371 15 15 15 15 60| 97 117
SA 5 10 5 9 4 o 33 13| 11| 13| 13| 50| 83 2 ]
JB 5 4 3 0 0 0o 12 8 8 5 13| 34| 46| 5+ N
AB 1 7 0 24 0 0Ol 12( 15 13 10 14| 50| 62 3- ]
ME 5 10 5 3 - 1 24 9 13 5 21 29| 53 N
DF 5 10 5 9 5 - 34 9 6 13 6| 34| 68 3 J
SG 5 7 4 10 5 - 31 8 11 4 31 26| 57 4 ]
JH1 1 7 2 4 0 o 14 7 7 0 31 171 31 5 ]
JH2 5 10 5 6 0 0] 26 7 9 0 12| 28| 54 4 N
SL 5 9 5 8 0 -1 27| 11 9 12 8| 40| 67 3 N
BL 5 10 5 0 - -1 20 8 13 - 41 25| 45| 5+ ]
HR 5 10 5 10 5 - 35 12 12 - 1 25 60| 4+ J
ES 5 10 5 10 5 2 37 15 12 11 15| 53| 90 1I- N
FS 5 5 2 - 0 0] 12| 15 8 0 51 28( 40 5/ N
MS 5 8 5 10 0 O 281 11 13 1% 15| 57| 85 2 ]
TS 4 10 5 7 5 -1 31 2 8 0 4 14| 45| 5+ N
LS 5 9 5 4 1 0| 24 10 13 15 71 45 69 3 N
DS1|5+1 10 5 7 5 21 35 15 15 15 15| 60| 95 117
IS 5 10 5 10 5 2 37 15 13 13 15| 56| 93 117
oS 5 10 4 7 4 1 31 13| 14| 13 31 41| 72 3 J
DS2 5 7 4 10 0 - 26 15 11 13 14| 53| 79 2- ]
IS 5 10 5 7 0 of 271 13 10 3 10 36| 63| 4+ ]
KT 5 7 4 2 0 0| 18| 15 9 14 15| 53| 71 3 N
AW 5 7 4 2 0 - 18 15 4 12 14| 45| 63| 4+ ]
Vw 5 6 4 3 0 0] 18 5 2 3 8| 18| 36 5/ N

Die folgende Ubersicht zeigt den Ausfall der Arbeit nach Notenbereichen. Es wird
getrennt aufgeflhrt, welches das Ergebnis der Gesamtarbeit war, und wie sich das
Ergebnis dargestellt hatte, wenn nur der AK-Teil zur Wertung herangezogen worden
ware:

Gesamt- 1 2 3 4 5 6
zahl
Aufgabe 25 4 3 6 6 6 0
1-5
nur 25 3 7 5 2 8 0

Aufg. 1



Legt man nur den AK-Teil zugrunde, ergibt sich sowohl am oberen als auch am unte-
ren Notenende eine deutliche Haufung. Beide Haufungen verschwinden bzw. wer-
den abgemildert, wenn Aufgabe 2-5 hinzugenommen werden. In beiden Fallen ist
der rein statistische Gesamtausfall wenig spektakular.

Interessant ist der Blick auf das Abschneiden einzelner Schiler in den jeweiligen Ar-
beitsteilen. So sind etwa JB und AB im AK-Teil gleich schlecht, aber AB kann im
Standardteil die Arbeit noch retten. (AB arbeitet in der Regel zu Hause zuverlassiger
nach als JB.) Umgekehrt ist TS im Standardteil kaum etwas gelungen, wahrend er
im AK-Teil recht gut abschneidet. TS ist im Unterricht auf Ansprache gut, arbeitet
aber zu lassig nach. Die ,spannendere® AK-Sequenz kdnnte sich hier zeigen. Ande-
rerseits ist MS ein im Unterricht ebenfalls zuriickhaltender, aber aufmerksamer
Schuler. Dennoch kann er im AK-Teil nicht viel umsetzen und rettet die Gesamtarbeit
im Standardteil.

Das Gesamtbild bleibt also etwas diffus. Man darf jedoch festhalten, dass in der ge-
wahlten Art eine Klassenarbeit zu AK durchaus gestellt und von den Schuilern auch —
in dem Ublichen Rahmen — erfolgreich bearbeitet werden kann.



12 Riickblick

Die Sequenz fiigt sich organisch in eine Reihe zu quadratischen Gleichungen ein. Neben mathematikhistori
schen Aspekten zeigen sich vielfaltige Beziige zu Standardthemen der modernen Mathematikdidaktik: Reflexion
der speziellen Leistungen algebraischer Schreibweisen, Zusammenspiel von Geometrie und Algebra, Entdecken
von Begriindungszusammenhangen u.v.a.m. Die historischen Aspekte wurden wohlwollend aufgenommen, be
durfen aber einer deutlicheren Arbeitsvorgabe, einschlieRlich der Erinnerung daran, dass noch etwas aussteht.
Die Leistungskontrolle zeigte eine groRe Bandbreite an Starken und Schwéachen, wobei es auffallig ist, wie sich
alle Schiler um angemessene Formulierungen und Darstellungen zumindest bemihen.

Lernziele, die im normalen MU leicht zu kurz kommen und in der vorliegenden
Reihe gelibt werden:

° Die Schuler schulen ihre passive Sprachkompetenz, indem sie einen mathe-
matischem Zusammenhang in ungewohnlicher Darstellung analysieren.

o Die Schdiler schulen ihre aktive Sprachkompetenz, indem sie selber mathema-
tische Texte produzieren.

o Die Schduler tben sich im kritischen Gebrauch ihrer algebraischen Fahigkekr
ten, indem sie die Vorgaben von AK mit ihren eigenen Kenntnissen vergler
chen und dabei Gemeinsamkeiten und Unterschiede herausarbeiten.

o Die Schdler festigen ihre algebraisch-geometrische Kompetenz, indem sie
durchgehend Algebra und geometrische Veranschaulichung in Beziehung zu-
einander setzen.

o Die Schuler gewinnen Einsicht in die geschichtliche Dimension von Mathema-
tik, indem sie die zeitgeschichtlichen Ereignisse sammeln, sortieren und zu er
ner Zeitleiste ordnen.

o Die Schuler erfahren Mathematik als eine Wissenschaft, die nicht nur in der
griechisch orientierten abendlandischen Tradition betrieben wird, sondern
auch in anderen Kulturrdumen vorangetrieben worden ist. Hier kann insbeson-
dere der kulturelle Vorsprung der arabischen Welt vor dem christlichen Mittel
europa zur Zeit Karl des Grof3en herausgestellt werden.

VERANDERUNGEN BEI EINER WIEDERHOLUNG DER REIHE

o Das Selberschreiben von Texten muss intensiviert werden. Die bisherigen Er-
gebnisse blieben noch zu unverbindlich (s.o. §9, Beginn der 5. Stunde, Ver-
lauf und Reflexion). Welcher Art ein solcher veranderter Schreibauftrag sein
kdnnte, ist noch unklar.

o Die Auseinandersetzung mit dem historischen Umfeld war fir alle Beteiligten
anregend (vgl. a.a.0.). Aber es blieb insgesamt bei einer nicht weiter reflek-
tierten Sammlung von Einzeldaten. Hier ware zu Uberlegen, wie der geschicht-
liche Rahmen, insbesondere die wissenschaftsgeschichtliche Situation im 9.
Jh. den Schilern deutlicher vor Augen gestellt werden kann.

o Ahnliches gilt fir das Vorwort: Der Vergleich mit modernen Autoren blieb
blass. Hier fehlt den Schilern das entsprechende Material, um selbstandig
aus eigenen Uberlegungen schopfen zu kdnnen.



PLANUNGEN

Die vorliegende Sequenz hat sich insgesamt so gut bewahrt, dass sie einen Stan-
dardbaustein meiner Klasse-9-Konzeption bilden wird. In ahnlicher Weise sollte auch
in die 10. Jahrgangsstufe historisches Material einflieRen. Entsprechendes Material
aus dem HiDiMa — Projekt liegt vor und wird bei nachster Gelegenheit ausprobiert.
Eine Adam — Riese — Kurzsequenz in der 7. Jahrgangsstufe gehort in dasselbe Um-
feld und hat sich dort ebenfalls bestens bewahrt. Erinnert sei noch an das Standard-
programm zu den Zahlensystemen in der 5. Jahrgangsstufe, dass sich durchaus auf
pappeln lasst.

Damit ist die Mathematikgeschichte in der Sekundarstufe | durchaus prasent. Es
fehlt noch eine ahnliche Aufwertung in der SlI. Hier denke ich z.Z. an Material zur
Stochastik, wie es z.B. WS 1997/98 vom IDM im Rahmen des Arbeitskreises ,Mathe-
matikgeschichte fur Lehrer* angeboten wurde. Weiteres Material hierzu — wie auch
zur Sekundarstufe | — findet sich in mathematik lehren 91.



13 Anhang I: Arbeitsblatt zu den Vorbereitungsstunden

Eine Landnahme — irgendwo in den Weiten des Universums???

Ein Fluss und eine Eisenbahn kreuzen sich rechtwinklig. Das durch diese Verbin-
dungswege neu erschliebare Land wird in Quadrate aufgeteilt, die eine einheitliche
Kantenlange von 5 km haben. Ein Farmer kauft vier dieser Quadrate (I- IV), bewirt-
schaftet zunachst jedoch nur eine kleinere — ebenfalls quadratische — Flache direkt
am Bahnhof. Spater erweitert er diesen Ur-Hof: Er nutzt die volle Grundsticksbreite
entlang der Stral’e aus und erhalt so einen rechteckigen Hof (I + Il). Auf diese Weise
vergroRert der Farmer seine bewirtschaftete Flache um 16 km?. Wie gro war der
Ur-Hof?

HINWEIS: Versuche durch Umstellen oder Verschieben einzelner Flachen bzw. Teil
flachen eine Situation herzustellen, in der du die Ausgangswerte der Aufgabe auf
neue Art einbringen kannst.

5 km
Fluss
5 km
I III
A%
]
|

Bahnhof Eisenbahn




14  Anhang ll: Folie zur 1. Stunde

AL-KHWARIZMI

AL-KITAB AL-MUHTASAR FI HISAB AL-GABRE
WA-L-MUQABALA

Name: Abu Abd Allah Mohammed Ben Musa Al-Khwarizmi

Herkunft: aus Khwarizmi, heute Chiwa, etwa 250 km sudlich des
Aral — Sees

Lebensdaten: 780 — 847

Hauptwerk: ,Kurzgefasstes Buch uber das Rechnen durch Vervoll-
standigen und Ausgleichen® (s.0.)

Zeitgeschehen: 800 Kronung Karls des Grol3en zum Kaiser
?
?
?

Hausaufgabe: zu Freitag nachster Woche:

e Suche im Zeitraum 500 — 1000 n.Chr.
3 Ereignisse der christlichen (europaischen) Geschichte und
und 3 Ereignisse der arabischen ( ? ) Geschichte heraus.

¢ Notiere sie jeweils einzeln auf einem DIN A7 - Zettel.



15 Anhang lll: Arbeitsblatt zu AK’s Rechenverfahren

AL-KHWARIZMI
AL-KITAB AL-MUHTASAR FI HISAB AL-GABRE WA-L-MUQABALA

Kurzgefasstes Buch iliber das Rechnen durch Vervolistindigen und Ausgleichen

Vorbemerkungen:

Al-Khwarizmi untersucht in diesem Buch Gleichungen, die Kombinationen sind aus Quadraten, Wur-
zeln und Zahlen. Er stellt verschiedene solcher Gleichungen vor und erldutert, wie sie sich |6sen las-
sen (vorliegendes Arbeitsblatt). Im Anschluss daran zeigt er anhand geometrischer Uberlegungen, wa-
rum sein Lésungsweg zu korrekten Ergebnissen fuhrt (weiteres Arbeitsblatt). Bei den in diesen Texten
angesprochenen ,Dirhem* handelt es sich um eine arabische Wahrungseinheit.

Text:

Eine dieser Kombinationen ist zum Beispiel: “Ein Quadrat und zehn seiner Wurzeln
ergeben neununddreilig Dirhem.“ D.h. wie muss das Quadrat lauten, das um zehn
seiner eigenen Wurzeln vermehrt neununddreif3ig ergibt? Dies ist die Lésung: Du
halbierst die Anzahl der Wurzeln, was im vorliegenden Fall finf ergibt. Diese multipli
zierst du mit sich selbst; das Produkt ist finfundzwanzig. Addiere dieses zu neun-
unddreilig; die Summe ist vierundsechzig. Nun ziehe daraus die Wurzel, was acht
ergibt, und subtrahiere davon die halbe Anzahl der Wurzeln, was funf macht; der
Rest ist drei. Dies ist die Wurzel des Quadrates, welches du suchtest. Das Quadrat
selbst ist neun.

Aufgaben:
1. Lies den Text aufmerksam durch.

2. Beschreibe mit deinen eigenen Worten das Problem, das Al-Khwarizmi l6sen will. Wie lautet das
Problem in unserer algebraischen Schreibweise?

3. Schreibe die einzelnen Schritte von Al-Khwarizmis Losungsweg als “Flussdiagramm” auf. Gib je-
weils die mathematischen Operationen an, die bei den einzelnen Schritten angewendet werden.

10—255—"...

4. Wende Al-Khwarizmis Verfahren auf die Gleichung x2 + 8x = 65 an. Schreibe den Weg genauso
auf wie in Aufgabe 3.

5. Die beiden bisher gelésten Aufgaben gehdren zu dem “allgemeinen” Fall X% + ax = b. Gib auch fiir
diesen Fall das Flussdiagramm an.



16 Anhang IV: Arbeitsblatt zum ersten Beweis
AL-KHWARIZMI
AL-KITAB AL-MUHTASAR FI HISAB AL-GABR WA-L-MUQABALA

Beweis des Falles “Eine Quadratzahl und zehn ihrer Wurzeln ergeben neununddreiBig
Dirhem”.

Vorbemerkung:

In dem vorangegangenen Text gab Al-Khwarizmi ein mehrschrittiges Verfahren an,
nach dem man das gegebene Problem I6sen kann. Eine Begrindung fur die Einzel
schritte gab er dort nicht. Sie findet sich in dem nun folgenden Text. Dabei werden
nicht Term- und Aquivalenzumformungen durchgefiihrt, so wie wir sie aus unserem
Mathematikunterricht kennen, sondern es wird eine geometrische Begriandung gelie-
fert. Dabei ist folgendes zu beachten: Die englische Ubersetzung des arabischen
Originals unterscheidet zwischen square und quadrate. Ein square bezeichnet eine
durch Quadrieren (der zugehoérigen Wurzel) entstandene Zahl, ein quadrate hinge-
gen ist das Flachenobjekt Quadrat. In der folgenden Ubersetzung wird daher
sprachlich etwas umstandlich durchweg von Quadratzahl und Quadratfléche gespro-
chen. Der Ausdruck Quadrat aus dem ersten Text misste in diesem Sinne praziser
Quadratzahl heilden.

Beweis 1:

Die Figur, die diesen Fall erklart, ist eine Quadratflache, deren Seiten unbekannt sind. Sie reprasentiert die Qua
dratzahl, die oder deren Wurzel du bestimmen willst. Das ist die Figur A B (Figur 1), von der jede Seite als eine
ihrer Wurzeln aufgefasst werden kann; und wenn du eine dieser Seiten mit irgend einer Zahl multiplizierst, dann
kann der Wert dieser Zahl als die Anzahl der Wurzeln angesehen werden, die zu der Quadratzahl hinzugefligt
werden.

D
G

Figur 1 T

Jede Seite der Quadratflache reprasentiert die Wurzel der Quadratzahl; und wie in dem Beispiel die Wurzeln mit
der Quadratzahl verknlpft wurden, so kénnen wir ein Viertel von zehn, also zweieinhalb, nehmen und dies mit je-
der der vier Seiten der Figur kombinieren. Auf diese Weise wird die urspriingliche Quadratflache A B mit vier
neuen Parallelogrammen kombiniert, von denen jedes eine Seite des Quadrates als seine Lange hat und die
Zahl zweieinhalb als seine Breite. Das sind die Parallelogramme C, G, T und K.

Wir haben nun eine Quadratflache mit vier gleichen, jedoch unbekannten Seiten. Allerdings fehlt in jeder Ecke
ein quadratisches Stlick von zweieinhalb multipliziert mit zweieinhalb. Um dieses Fehlen auszugleichen und die
Quadratflache zu vervollstandigen, missen wir zu dem, was wir schon haben, viermal die Quadratzahl von zwet



einhalb hinzufligen, d.h. finfundzwanzig. Wir wissen (aufgrund der Aufgabenstellung), dass die erste Figur,
namlich die Quadratflache, welche die Quadratzahl darstellt, zusammen mit den vier angefligten Parallelogram
men, welche die zehn Wurzeln reprasentieren, die Zahl neununddreifig ergeben. Wenn wir nun hierzu finfund
zwanzig addieren, was den vier Quadraten in den Ecken der Figur A B, durch welche die grof3e Figur D H ver
vollstandigt wird, entspricht, dann wissen wir, dass dies zusammen vierundsechzig macht. Eine Seite dieser gre
Ren Quadratflache ist inre Wurzel, d.h. acht. Wenn wir zweimal ein Viertel von zehn, also fiinf, von acht subtra-
hieren, d.h. von den Enden der Seiten der groRen Quadratflache D H, dann wird der Rest dieser Seite drei sein;
und das ist die Wurzel der Quadratzahl bzw. die Seite der urspriinglichen Figur A B.

Es sollte beachtet werden, dass wir die Anzahl der Wurzeln halbiert und diese Halfte, multipliziert mit sich selbst,
zu der Zahl neununddreifig hinzugefligt haben, um die grof3e Figur in ihren vier Ecken zu vervollstandigen. Denn
ein Viertel einer beliebigen Zahl, multipliziert erst mit sich selbst und dann mit vier, ist gleich dem Produkt der
Halfte jener Zahl und sich selbst. Dementsprechend haben wir nur die Halfte der Wurzeln mit sich selbst multipli
ziert, anstatt ein Viertel erst mit sich selbst und dann mit vier zu multiplizieren.

Aufgaben:

1. Lies die Vorbemerkung und den Beweis 1 aufmerksam durch. Achte darauf, welche Textstellen
sich auf die geometrische Veranschaulichung beziehen und welche auf Rechnungen.

2. Markiere in der Zeichnung (Figur 1), welche Schritte Al-Khwarizmi jeweils durchfiihrt.

3. Vergleiche diesen Beweis mit dem Flussdiagramm, das du zu dem Text mit der Aufgabenstellung
angefertigt hast. Ordne die jeweiligen Teile einander zu.

4. Erlautere den letzten Absatz sowohl geometrisch im Sinne Al-Khwarizmis als auch in unserem mo-
dern-algebraischen Sinn.



17 Anhang V: Arbeitsblatt zum zweiten Beweis

AL-KHWARIZMI
AL-KITAB AL-MUHTASAR FI HISAB AL-GABR WA-L-MUQABALA

Beweis des Falles “Eine Quadratzahl und zehn ihrer Wurzeln ergeben neununddreiBig
Dirhem”.

2. Beweis

Wir gehen aus von der Quadratflache A B, welche die Quadratzahl reprasentiert. (Figur 2). Es ist als nachstes
unsere Aufgabe, zu diesem ihre zehn Wurzeln hinzuzufligen. Zu diesem Zweck halbieren wir die zehn, so dass
es funf werden, und konstruieren zwei Vierecke auf zwei Seiten der Quadratflache A B, ndmlich G und D. lhre
Lange ist jeweils funf, als Halfte der zehn Wurzeln, wahrend die Breite jeweils gleich ist zu einer Seite des Qua
drates A B. Nun bleibt ein Quadrat ibrig gegeniiber der Ecke des Quadrates A B. Dieses ist gleich fiinf multipli
ziert mit finf. Diese funf ist die Halfte der Anzahl der Wurzeln, die wir zu jeder der zwei Seiten des ersten Qua
drates hinzugefiigt haben.

S A

25 D
H

Figur 2

Nun wissen wir aber, dass die erste Quadratflache, welche die Quadratzahl darstellt, und die beiden Vierecke an
seinen Seiten, welche die zehn Wurzeln sind [darstellen?], zusammen neununddreiflig ergeben. Um das groRRe
Quadrat zu vervollstandigen, bendétigt man nur eine Quadratzahl von fiinf multipliziert mit finf, oder finfundzwan-
zig. Dies fugen wir zu neununddreiig hinzu, um das grofe Quadrat S H zu vervollstandigen. Wir ziehen die
Wourzel, acht, welche eine der Seiten des grofen Vierecks ist. Subtrahieren wir hiervon dieselbe Anzahl, die wir
vorher addiert haben, namlich fiinf, so erhalten wir drei als Rest. Dies ist die Seite des Vierecks A B, welches die
Quadratzahl reprasentiert; es ist die Wurzel dieser Quadratzahl, und die Quadratzahl selbst ist neun.



18  Anhang VI: Folie zur Auswertung der Geschichtskartchen

Auswertung der Geschichtskartchen

|  Alle Schulerlnnen teilen sich in zwei gleich
grof3e Gruppen, genannt A und C.

I A und C tauschen ihre Kartchen, sodass in
A alle Kartchen zur arabischen Geschichte und
in C alle Kartchen zur christlichen Geschichte
landen.

[l A teilt sich in drei Untergruppen A — As;, C
ebenso.

IV Alle Untergruppen erstellen jeweils eine
Liste. Jeder schreibt fur seine eigenen Unterla-
gen mit.

V  Ai— A; tauschen untereinander Vertreter
aus. Die Listen werden dann miteinander vergli-
chen und gegebenfalls erganzt. C,; — C; verfah-
ren genauso.

VI A und C; legen ihre Kartchen in der gefun-
denen Reihenfolge auf das Packpapier. Die
Kartchen werden noch nicht festgeklebt. Die an-
deren Gruppen kontrollieren und korrigieren/er-
ganzen die Zeitleiste soweit notig.




19 Anhang VII: Arbeitsblatt zum Vorwort

MOHAMMED BEN MUSA
KITAB AL-MUQTASAR FI HISAB AL-GABR WA L-MUQABALA

Kurzgefasstes Buch liber das Rechnen durch Vervollstindigen und Ausgleichen

Vorwort

Im Namen des gnadigen und barmherzigen Gottes!

Dieses Werk wurde von Mohammed Ben Musa, der aus der Stadt Khowarezm
stammt, geschrieben. Er beginnt es so:

Gelobt sei Gott fur Seine GroRmut denen gegenuber, die sich durch ihre tugendhaf-
ten Taten um das verdient gemacht haben, was Er Seinen Ihn anbetenden Ge-
schopfen vorschreibt. Dricken wir Ihm unseren Dank aus und erweisen uns der Fort-
dauer Seiner Barmherzigkeit wurdig. Er bewahre uns vor dem Wandel. Wir anerken-
nen Seine Kraft, beugen uns vor Seiner Macht und verehren Seine Grofe!

Er sandte Mohammed - auf dem der Segen Gottes ruhen mdge! - mit der Mission e
nes Propheten, lange nachdem ein Bote von oben erschienen war, als die Gerech-
tigkeit vernachlassigt und der wahre Weg des Lebens vergeblich gesucht wurde.
Durch Ihn heilte er die Blindheit, und durch Ihn wurden wir vor dem Verderben geret
tet, und durch Ihn wuchs, was vorher klein war, und durch Ihn wurde gesammelt,
was vorher zerstreut war. Gepriesen sei Gott, unser Herr! Mdge Sein Ruhm wach-
sen, und mogen all Seine Namen geheiligt werden - neben Ihm gibt es keinen Gott;
und moge Sein Segen ruhen auf Mohammed, dem Propheten, und auf seinen Nach-
kommen!

Die Gelehrten vergangener Zeiten, die aus Landern kamen, die langst nicht mehr
existieren, waren unentwegt damit beschaftigt, Blicher zu schreiben tber die ver-
schiedenen Bereiche der Wissenschaften und die unterschiedlichen Zweige des
Wissens. Sie dachten an diejenigen, die nach ihnen kommen wirden, und hofften
auf einen ihren Fahigkeiten angemessenen Lohn. Sie hofften zuversichtlich, dass
ihre Anstrengung mit Anerkennung, Aufmerksamkeit und Andenken belohnt wurde.
Bescheiden, wie sie waren — bescheiden im Vergleich zu den Strapazen, die sie er-
leiden mussten, und den Schwierigkeiten, auf die sie bei der Enthillung der Geheim-
nisse und Ratsel der Wissenschaften trafen - begnulgten sie sich mit nur kleinen
Lobpreisungen.

Einige schufen Wissen, das vor ihnen nicht bekannt war, und hinterlie3en es der
Nachwelt. Andere beschaftigten sich mit den ungeldsten Schwierigkeiten in den Ar-
beiten ihrer Vorganger, und noch andere bestimmten die besten Untersuchungsme-
thoden oder machten den Zugang zur Wissenschaft leichter oder brachten ihn zu-
mindest in greifbare Nahe. Andere wiederum entdeckten Fehler in vorangegangenen
Arbeiten ihrer Gelehrtenkollegen, ordneten, was Verwirrung schuf, berichtigten, was
fehlerhaft war, ohne Arroganz und Hochmut.



Die Vorliebe fur die Wissenschaften, fur die Gott den Imam al Mamun, den Fuhrer
der Glaubigen, berihmt gemacht hat (neben dem Kalifat, dass Er ihm gewahrt hat
durch rechtmallige Nachfolge, durch das Gewand, welches Er ihm hat anlegen las-
sen, und durch die Wirde, mit der Er ihn schmickt), die Freundlichkeit und das gon-
nerhafte Wesen, welches er gegenlber den Gelehrten zeigt, die Bereitschaft, mit der
er sie schitzt und unterstutzt bei der Aufklarung von Unbekanntem und der Beseiti
gung von Schwierigkeiten — all dies hat mich ermutigt, ein kurzgefasstes Rechen-
buch zu schreiben Uber die Regeln der Erganzung und Ausgleichung, beschrankt auf
die gebrauchlichsten und nutzlichsten Rechenvorschriften, die die Leute fortwahrend
bendtigen in Fallen von Erbschaften, Vermachtnissen, Teilungen, Prozessen und
Handelsgeschaften, sowie bei allem, bei dem sie miteinander ins Geschaft kommen,
von der Ausmessung der Landereien, dem Bau von Kanalen, der Geometrie und an-
deren Dingen verschiedenster Art und Weise, welche beteiligt sind.

Dabei vertraue ich auf die Gute meiner Absicht und hoffe, dass die Gelehrten es be-
lohnen werden, so dass ich durch ihre Gebete die Auszeichnung des géttlichen Dan-
kes erlange. Als Belohnung dafir mégen ihnen die auserlesenen Segnungen und
die reichliche Freigebigkeit Gottes zugute kommen! Mein Vertrauen liegt in Gott, in
diesen wie in allen Dingen, und an Ihn glaube ich. Er ist der Herr des erhabenen
Thrones. Moge Sein Segen herabkommen auf alle Propheten und himmlischen Bo-
ten!

Aufgaben:
1. Lies den Text aufmerksam durch.

2. Teile den Text in groRere Sinnabschnitte. Markiere die Stellen, an denen Ein-
schnitte vorliegen.

3. Wovon handeln die einzelnen Abschnitte? Was will Mohammed Ben Musa mit
dem Text oder mit einzelnen Abschnitten erreichen?

4. Wie wirde sich das Vorwort eines modernen ,Rechenbuches” von dem vorlie-
genden Vorwort unterscheiden? Was ware wohl gleich?



20 Anhang VIII: Aufgabenblatt zur Klassenarbeit

Krasse 9a 2. MATHEMATIKARBEIT 2 USTp. 2./ 7.12.98

Aufgabe 1:

Die folgende Aufgabe stammt aus dem im Unterricht behandelten Buch von Al-
Khwarizmi. In ihr wird ein weiterer Fall von quadratischen Gleichungen untersucht.

1 Nimm das Beispiel: ,Ein Quadrat und Einundzwanzig in Zahlen seien gleich
zehn Wurzeln desselben Quadrats“. Man kann auch fragen, wie grof3 ein
Quadrat sein muss, welches, wenn man einundzwanzig Dirhem hinzufugt,
genauso grol3 wird wie zehn Wurzeln desselben Quadrats. Lésung: Halbiere

5 die Anzahl der Wurzeln; diese Halfte ist funf. Multipliziere dies mit sich
selbst; das Produkt ist finfundzwanzig. Subtrahiere hiervon die einundzwan-
zig, welche mit den Quadrat verbunden sind; der Rest ist vier. Ziehe daraus
die Wurzel; das ist zwei. Subtrahiere dies von der Halfte der Wurzeln, also
funf; der Rest ist drei. Dies ist die Wurzel des geforderten Quadrats, und

10 das Quadrat ist neun. Oder du addierst die Halfte der Wurzeln; die Summe
ist sieben. Dies ist die Wurzel des gesuchten Quadrats, und das Quadrat
selbst ist neunundvierzig.

[...] Falls du in einem Fall der hier vorliegenden Art die Anzahl der Wurzeln
halbiert und diese Halfte mit sich selbst multipliziert hast, und falls dieses

15 Produkt kleiner ist als die Anzahl der Dirhem, die mit dem Quadrat verknupft
sind, dann ist der Fall unmoglich. Aber wenn das Produkt den Dirhem genau
entspricht, dann ist die Wurzel des Quadrats gleich der Halfte der Wurzeln
selber, also ohne Addition oder Subtraktion.

a) Schreibe Al-Khwarizmis Aufgabe aus Zeile 1-2 in der uns vertrauten, moder-
nen algebraischen Weise.

b) Schreibe die einzelnen Schritte von Al-Khwarizmis Losungsweg als Flussdia-
gramm auf. Gib jeweils die mathematischen Operationen an, die bei den ein-
zelnen Schritten angewendet werden.

c) Wende Al-Khwarizmis Verfahren auf die Gleichung x* + 11 = 12x an. Schreibe
den Weg genauso auf wie in Teilaufgabe b).

d) In den Zeilen 14-19 geht Al-Khwarizmi auf zwei Sonderfalle ein. Erlautere bei-
de Sonderfélle an jeweils einem Beispiel. Zeige anschliefend den Zusam-
menhang mit der uns bekannten pg-Formel auf.

e) Veranschauliche Al-Khwarizmis Ausgangsproblem (Z.1-2) anhand einer geo-
metrischen Darstellung.

f) Wie bei dem im Unterricht behandelten Fall gibt Al-Khwarizmi auch fur den
vorliegenden Fall eine geometrische Begriundung seines Losungsweges. Ver-
suche selbst, eine solche Begrundung zu finden, indem du das Flussdia-
gramm aus b) auf deine Zeichnung aus e) anwendest.



noch: Klasse 9a — 2.KA — 2./ 7.12.1998:

Aufgabe 2:

Berechne die Losungsmengen. Benutze dabei quadratische Erganzungen!

1
a) fx2—3:Ex b) 2x2+5x =x2-6,25

Aufgabe 3:

Berechne die Losungsmengen. Benutze dabei die pg-Formel!

a) 2x? +2x—16=2x -8 b) ——x?-2=x

Aufgabe 4:

Gegeben sei die Gleichung x* + 15 =t - x. Fir welche Werte von t hat diese Glei-
chung genau zwei, genau eine bzw. keine Losung?

Aufgabe 5:

Fusionsfieber in der Weltwirtschaft: Um den Zusammenschluss der beiden fihren-
den Hersteller von Hochleistungspdmpeln, Plopponia und Saugmaxe, zu feiern, ladt
der Vorstand zu einem Sektempfang. Dabei stof3t jeder mit jedem genau einmal an.
Je zwei Personen produzieren also genau ein Kling.

a) Wenn n Personen auf dem Empfang sind, dann produzieren sie genau

n-(n-1) Klings. Welche Anzahl von Klings ergibt sich aus der Formel, wenn
2

drei Gaste anwesend sind?

b) Auf dem Empfang werden genau 2278 Kilings produziert. Wie viele Gaste wa-
ren anwesend?

c) Begrunde die Formel aus Teilaufgabe a).

Viel Erfolg! Rc



21  Anhang IX: Graphik zur Vorbereitungsstunde (§13)
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22 Anhang X: Graphik zum ersten Beweis (§16)




23 Anhang XlI: Graphik zum zweiten Beweis (§17)

Diese Graphik taucht so nicht in den ausgeteilten Arbeitsblattern auf. Sie ist zwar im Originalmanuskript von AK
enthalten, in dieser Sequenz wird die Figur jedoch von den Schiilern im Unterricht eigensténdig erarbeitet — im
Gegensatz zur 1. Beweisfigur, die als Originalzitat geliefert wird.
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